Hafta 2: 2D Projektif
Geometri ve Donusumler

Dunyay! kameranin gozunden anlamak ve bukmek.
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Oklid Geometrisinin Sinirlari

e Klasik Oklid geometrisine gdre paralel dogrular
asla kesismez. Uzunluklar ve acilar sabittir.

o Ancak bir fotografa baktigimizda durum
farklidir: Tren raylari ufukta birlegir, nesneler
uzaklastikca kuculur.

o Gorsel dunyayl ve kameranin dogasini ,
at;lklama_k.lc;ln $E|$I| ve uzupluk ko.ruy.ran ._,_;__;_”,
geometrisi yetersiz kalir. Bize yeni bir ,_.

geometri lazim: Projektif Geometri.



Sthirli Gecis: Homojen
Koordinatlar

e Klasik 2D uzaydan (X, y), Projektif

uzaya (X, y, W) gecis yaplyoruz.
e Orijinden ¢ikan ve ayni dogrultuda k(z1,z2,3)

olan tum noktalar (kx, ky, k) ayni

2D noktayi ifade eder (burada kx, =

k) ayni 2D noktay ifade eder | ><\

e 2D Dizlemdeki

—» lek Bir Nokta
>

(burada k # 0).

e Fiziksel karsiligi: Resimdeki bir
piksel, aslinda kameranin odak
noktasindan ¢ikan 3 boyutlu bir 1
1Isindir (ray).
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Noktalar, Dogrular ve
Miilkemmel Uyum

e Homojen uzayda bir dogru l = (a, b, ¢)T ile temsil edilir. (ax + by + ¢ = 0)

e Bir nokta ise x = (x, y, 1)T vektorudr.

e Bir noktanin bir dogru uzerinde olup olmadigini bulmak karmasik
denklemler gerektirmez. Sadece basit bir ic ¢carpim yeterlidir.

1 =0 //
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Geometrinin Siiri: Duality (Ikilik)

Projektif geometride noktalar ve dogrular yer degistirebilir; kurallar degismez.
Iki dogrunun kesisimi bir noktayi yaratir. Iki noktanin birlesimi bir dogruyu yaratir.
Matematiksel formul ikisi i¢in de tamamen aynidir: Vektorel Carpim (Cross Product).

X1

T [ =x1 XX
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Sonsuzlugu Evcillestirmek:
Ideal Noktalar deal Nokta

i T
e iki paralel dogruyu (ax + by + c = 0 ve ax + by + ¢' = 0) ¥ ;’ %
vektorel carpim ile kestigimizde ne olur? __,.-*’f
e Hesaplama sonucu: (a, b, ¢) x (a, b, ¢') = (b, -a, 0)". f..--"’ ;’
e Son koordinatin sifir (w=0) olduguna dikkat edin! 7

(a, b, ¢) x (a, b, ¢') = (b, -a, O)". 4

e Sonsuzdaki noktalar (Ideal noktalar), homojen
uzayda son koordinati "0" olan siradan
vektorlerdir. Sonsuzluk artik ulasilmaz bir konsept
degil, sadece bir koordinattir.
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Sonsuzdaki Dogru (/)

e Dlzlemdeki tim ideal noktalar (farkli yonlere giden tum paralel dogru gruplarinin kesisim
noktalar) tek bir dogru Uzerinde birlesir.

 Bu dogruya Sonsuzdaki Dogru (Line at infinity) denir ve matematiksel olarak ;s = (0, 0, 1)T ile
ifade edilir.

e Fotograflarda bu dogru "ufuk ¢izgisi" (vanishing line) olarak karsimiza ¢ikar. Paralellik gibi Afin
ozellikleri geri kazanmanin anahtari ufuk ¢izgisini bulmaktir.

b= (0, 0,15
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Konikler: Projektif Uzayda Egriler

» |kinci dereceden egriler (cember, elips,
parabol, hiperbol) projektif uzayda ayni
ailenin uyeleridir. Sadece [; ¢

(sonsuzdaki dogru) ile nasil
kesistiklerine gore sekil deqistirirler.

 Bir konik 3 X 3 boyutunda simetrik bir
C matrisi ile temsil edilir: x'C x = 0

e Bir konigi tamamen tanimlamak i¢in 5
serbestlik derecesi (dof), yani 5 nokta
gereklidir.
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Egrilerin Ikiligi: Dual Konikler

e Duality kurall burada da gecerlidir!
Bir egriyi sadece yan yana dizilmis
noktalar kumesi olarak dusunmek
zorunda degiliz.

e Bir egri, ayni zamanda kendisini
teget olarak ¢evreleyen dogrularin
bir zarfi (envelope) olarak da
tanimlanabilir.

e Eger nokta konigi C ise, dual
(dogru) konigi C* (adjoint matris) ile
ifade edilir: ITC*1 = 0.

Nokta Konidi (C) Dual Konik (C*)

& NotebooklLM



2D Homografiler (Projektif Dontistimler)

» Diinyayi nasil biikeriz? Iki diizlem arasindaki
izdusumu (ornegin kameranin dunyayi
gorme bicimini) modelledigimiz yapisal B i

H
donusumlere Homografi denir. Mo
» Dogrulari dogrulara esleyen (collineation) Z
tersine cevrilebilir bir matristir. /x &

e Denklem: x' = H x

* H matrisi 3 X 3 boyutundadir, olgekleme .
onemsiz oldugu icin 8 serbestlik st
derecesine (dof) sahiptir. 4 nokta J
eslesmesi ile hesaplanabilir.
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Donustumler Hiyerarsisi:
Izometri ve Benzerlik

e [zometri (3 dof): Yon ve konum degisir.
Uzunluk ve ac¢i her zaman korunur. (Kare,
kare olarak kalir).

e Benzerlik / Similarity (4 dof):

 Benzerlik / Similarity (4 dof): izometriye
sadece Olcek (scale) eklenir. Sekiller
buyur veya kuculur ama acllar korunur.
Daire hala dairedir.
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Dontisumler Hiyerarsisi: Afin
Dontisiim

e Afin Donusum (6 dof): Matrisin
son satiri her zaman (O, O, 1)
olarak kalir. Bu sayede [
(sonsuzdaki dogru) korunur.

e Korunanlar:

e Korunanlar: Acllar ve uzunluklar
bozulur (kare eskenar dortgen
olur, cember elips olur) ama
paralellik kesinlikle korunur.
Paralel dogrular goruntude de
paralel kalir.
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Donusumler Hiyerarsisi:
Projektif Donusum

e Projektif Donusum (8 dof): En genel ve
6zgur hal. Li ¢ (sonsuzdaki dogru)

artik sonsuzda kalmaz, sonlu bir
dogruya (ufuk gizgisine) tasinir.

e Korunanlar: Paralellik kaybolur. Sadece
dogrusallik (duz cizgiler duz kalir) ve
gapraz oran (cross-ratio) korunur.

e Derinlik hissini veren aslil bozulma
budur. Yakin nesneler buyuk, uzak
nesneler kuguk gorundr.
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Buyuk Final: Perspektif Bozulmasinin
Giderilmesi (Rectification)

Tum bu matrisler gercek hayatta ne ise yarar?

Adim 1: Carpik goriintiideki 4 kdse noktayi (x) secin.

Adim 2: Bunlari ideal bir dikdortgenin koseleriyle (x’) eslestirin.

Adim 3: x’ = Hx uzerinden 8 serbestlik dereceli H matrisini hesaplayin.

Adim 4: Tim resimdeki pikselleri H™' ile tersine garpin. Sonug: Mikkemmel ve dl¢iilebilir bir cephe!
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Ozet ve Sonraki Adimlar

el
h"*"*--:::::?
w=0 THP
’j;"ffﬂ parametreli
1. Oklid diinyasinin 2. Sonsuzlugu 3. Nokta ve Dogru 4, 8 parametreli
kisitlamalarindan evcillestirip bir Ikiligini (Duality) Homografi ile
Projektif Uzaya (w) matematiksel gapraz garpimin perspektifi kontrol
gectik. degere (w=0) zarafetiyle kesfettik. altina aldik ve
donusturduk. binalar duzelttik.

Haftaya: Kameralarin 3D'den 2D'ye izdiisiimii (Camera Models). 3 Boyutlu diinyayi nasil diizlestiriyoruz?
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